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摘　要：　传统的 Pareto 支配关系在高维目标空间存在固有缺陷，而一些改进的支配方法在平衡高维目标解群

的收敛性与多样性上尚有提升空间 . 基于此，提出一种参考向量关联区域（小生境）自动缩减的支配关系A2R（domi⁃
nance relation based on the Automatically reduced region Associated with the Reference vector）. 该支配方法在进化全过程

中逐代缩减小生境规模，从而实现收敛性与多样性自动平衡，而且不引入额外参数 . 另外，提出利用基于 Lp-范式（p=
1/M，M 为目标数）的拥挤距离度量高维目标解群的多样性 . 将上述两种策略嵌入到经典的 NSGA-II（Nondominated 
Sorting Genetic Algorithm II）框架，设计一种基于 A2R 支配关系的高维多目标进化算法 MaOEA/A2R（Many-Objective 
Evolutionary Algorithm base on A2R）. 该算法与其他 5 种代表性的高维多目标进化算法一同在 5-、10-、15-和 20-目标

的 DTLZ（benchmark MOP proposed by Deb， Thiele， Lau ⁃ manns， and Zitzler）和 WFG（benchmark MOP pro ⁃ posed by 
Walking Fish Group）基准测试问题上进行 IGD（Inverted Generational Distance）和 HV（HyperVolume）性能测试 . 结果表

明，MaOEA/A2R 算法总体上具有较好的收敛性和多样性 . 由此表明，MaOEA/A2R 是一种颇具前景的高维多目标进

化算法 .
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MaOEA/A2R: A Many-Objective Evolutionary Algorithm Based on 
A2R Dominance Relation
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Abstract:　There exist some inherent defects in the traditional Pareto dominance relation in many-objective optimiza⁃
tion space, while some modified dominance relations have much room for improvement in balancing the convergence and 
diversity of many-objective evolutionary population. Based on this, a new dominance relation (dominance relation based on 
the Automatically reduced region Associated with the Reference vector, A2R) automatically shrinks the region (niche) asso⁃
ciated with the reference vector. Specially, it reduces the size of the niche from generation to generation along the whole 
evolutionary process in order to achieve a balance of convergence and diversity adaptively. Furthermore, the A2R does not 
introduce any additional parameter. In addition, the crowding distance measure based on Lp-normal form (p equals 1/M, and 
M denotes the number of objectives) is used to improve the diversity of the solution set in many-objective space. Finally, the 
above two strategies are embedded into the framework of NSGA-II (Nondominated Sorting Genetic Algorithm II), and then 
a many-objective evolutionary algorithm based on A2R (MaOEA/A2R) is designed. The MaOEA/A2R is compared with 
other five representative many-objective evolutionary algorithms (MaOEAs) on the DTLZ and WFG benchmark functions 
with 5- , 10- , 15- , and 20-objective in terms of IGD (Inverted Generational Distance) and HV (HyperVolume) indicators. 
The empirical results overally show that MaOEA/A2R can obtain better convergence and diversity. Therefore, the proposed 
MaOEA/A2R is a promising many-objective evolutionary algorithm.
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1　引言

现实应用中不断涌现出要求同时优化 4个及以上

目标的优化问题［1，2］，即高维多目标优化问题（Many-

objective Optimization Problem，MaOP）. 与 目 标 数 较

少（含有 2 个或 3 个目标）的多目标优化问题（Multi-
objective Optimization Problem，MOP）相比，MaOP 的求

解难度更大，其原因有以下几点［3］：
（1）在基于种群的进化算法中，由于非支配解数目

随目标数呈指数级增长，严重削弱种群进化的压力 .
（2）高维目标空间易于产生支配抵触解（Dominance 

Resistance Solution，DRS），显著恶化种群的收敛性 .
（3）传统的 Pareto 最优性并不适用于高维目标空

间，一些多目标进化算法（Multi-Objective Evolutionary 
Algorithm，MOEA）采用主动多样性促进（Active Density 
Promotion，ADP）机制进行环境选择 . 在 DRS 和 ADP 共

同作用下，MOEA 获得的最终解集将难以逼近真实的

Pareto前沿（Pareto Front，PF）.
（4）高维目标空间中一些传统的交叉和变异算子

产生的子代一般远离其父代，这些变化使算子面临失

效的困境 .
由于经典的Pareto最优性在高维目标空间中可扩展

性差，研究者从不同的方面提出了多种改进的支配方法

以适于求解MaOP问题［4］. 根据这些改进方法的核心思

想和技术可将它们大致分成如下几种类型：（1）修改目

标值的方法，典型的如 grid关系［5］；（2）目标数的计数方

法，比如L-最优性［6］；（3）修改Pareto最优性定义的方法，

典型范例包括 GPO（Generalized Pareto Optimality）最优

性［7］及其改进的（M-1）-GPD（Generalized Pareto Domi⁃
nance）［8］等；（4）利用角度的方法，如（Angle Dominance，
AD）支配关系［9］和DAV（Dynamical Angle Vector）支配关

系［4］等；（5）基于参考点（或权重向量）的方法，典型的包

括SDR（Strengthened Dominance Relation）关系［10］、CSDR
（Controlled Strengthened Dominance Relation）支 配 关

系［11］、θ - 支 配 关 系［12］、RPS-（Reference Points-based 
Strengthened dominance）支配关系［13］和 CDD（dominance 
relation Combing Double Distances）支配关系［14］等 .

总体上，与传统的 Pareto 支配关系相比，这些改进

的支配方法通常具有更好地区分Pareto非劣解的能力，

但它们仍有较大的提升空间 . 比如：（1）一些支配方法

强调收敛性而多样性不足，如 L-支配等；（2）一些支配

方法强调多样性而收敛性不足，如AD-支配等；（3）一些

支配方法需要预设参数，而且算法的性能对参数值敏

感，如 grid-支配、（M-1）-GPD等；（4）已有支配方法很少

考虑在进化过程动态调整收敛性与多样性的占比，其

在较大程度上影响了算法性能提升 .
但实际上，进化算法在求解高维多目标优化问题

不同阶段对收敛性与多样性的要求是不同的，正如文

献［14］的研究表明，算法初期，规模有限的种群个体随

机分布于巨大的高维目标空间，其收敛性一般较差，需

要强调收敛性以促使种群逼近待解问题的Pareto前沿；

算法后期，种群逐渐逼近待解问题的 Pareto前沿，但其

分布可能不理想，例如一些个体可能过于集中在待解

问题 Pareto 前沿附近的某些局部区域等 . 在这种情况

下，需要强调多样性以改善种群分布的广度和均匀性 .
最后，支配方法中的预设参数不方便使用，因此构造不

引入额外参数的支配方法值得期待 .
有鉴于此，提出一种参考向量关联区域自动缩减

的支配关系 A2R（dominance relation based on the Auto⁃
matically reduced region Associated with the Reference 
vector）. 该支配关系在种群进化过程逐代缩减参考向

量关联区域（小生境）的大小，实现自动地平衡收敛性

和多样性之目的 . 与现有的改进支配方法相比，A2R具

有如下特点：

（1）由 于 高 维 多 目 标 进 化 算 法 MaOEA（Many-

Objective Evolutionary Algorithm）在不同进化阶段对收

敛性和多样性的要求不同，A2R 在进化全过程自适应

调整参考向量关联区域（小生境）的大小有效实现收敛

性和多样性的平衡 .
（2）A2R 计算解个体与其对应关联区域最近边界

的距离而非与参考向量的距离，实现动态且精准反映

个体分布状况的效果 .
（3）A2R未引入额外参数，便于使用 . 不仅如此，还将

A2R嵌入到NSGA-II框架［15］以替代其原有的Pareto支配 .
利用基于 Lp-范式（p<1）的拥挤距离［4］替代其原有

的基于欧氏距离的度量，构造一种基于 A2R 支配方法

的高维多目标进化算法 MaOEA/A2R（Many-Objective 
Evolutionary Algorithm based on A2R）. 新算法与 5 种新

近提出的高效的 MaOEA一同在 5-、10-、15-、20-目标的

DTLZ（benchmark MOP proposed by Deb， Thiele， Lau⁃
manns， and Zitzler）［16］和 WFG（benchmark MOP pro⁃
posed by Walking Fish Group）［17］系列测试问题上检验

IGD（Inverted Generational Distance）［18］和 HV（Hypervol⁃
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ume）［19］指标性能，结果表明MaOEA/A2R具有显著较优

的收敛性和多样性 .
2　A2R支配关系的定义及性质

A2R支配关系考虑在高维目标种群进化过程逐代

缩减参考向量关联区域（亦即小生境）的大小而自动平

衡MaOEA的收敛性与多样性 . 较之其他改进的支配方

法，A2R的特点包括：

（1）在种群进化的全过程逐代调整小生境大小，以

实现算法收敛性与多样性的自动平衡 .
（2）计算解个体与关联区域最近边界的距离而非

与参考向量的距离以自适应方式精准刻画个体的分布

状况 .
（3）未引入额外参数，方便使用 .
（4）A2R 满足反自反、反对称和传递性，其能在高

维目标空间解群上建立起严格的偏序关系 .
不妨设ω = (w1 w2 wN )为使用两层参考向量方

法［12］生成的N个均匀分布于高维目标空间的参考向量

集，在此基础上，给出A2R支配方法的有关定义 .
定义 1 （参考向量间的角度）设 wi和 wj是参考向

量集 ω中任意两个向量，则 wi 与 wj 间的夹角 θij 可按

式（1）进行计算：

θij = arccos ( w i ´w j

|w i||w j| ) （1）
定义 2 （参考向量关联的区域）设wi是参考向量

集ω中任意的参考向量，对于M维目标空间而言，wi所

关联的区域Zi可表示为 Z i = w i 
-
θi . 其中

-
θi 是wi与其

他（N-1）个参考向量 w1，w2，…，wi-1，wi+1，…，wN 构

成 的 夹 角 中 前 M 个 最 小 角 度 的 平 均 值 ，即
-
θi =

(θi1 θi2 θiM ).
图 1以规范化的二维和三维目标空间为例示意参

考向量关联的区域 . 例如，图 1（a）的wi、wi-1和wi+1所关

联的区域分别为 Zi、Zi-1 和 Zi+13 个灰色扇形区域，图

1（b）的 wi、wi-1和 wi+1所关联的区域则分别为 Zi、Zi-1和
Zi+13 个灰色圆锥体区域 . 另外，从图 1 中不难发现，这

些关联区域均是以参考向量为中心的区域，区域的起

点为目标空间的原点 .
采用自适应策略有效平衡高维目标解群的收敛性

与多样性是提升 MaOEA 性能的重要思路，其原因在

于：进化初期，有限规模的种群随机分布于巨大的目标

空间，其收敛性甚差，需要采取有效手段或措施驱使个

体向PF方向进化以改善收敛性；进化后期，尽管种群个

体已趋近PF，但它们的分布可能不够理想，比如聚集或

稀疏分布在 PF附近一些区域，甚至某些区域根本没有

个体 . 因此在进化后期需要强调种群的多样性 . 基于

此，本文设计了一种随进化代数 t增大而自适应缩减参

考向量关联区域的策略 . 具体地，设 t为当前进化代数，

tmax为最大进化代数，
-
θi为定义 2中参考向量wi相应的前

M 个最小夹角的平均值；又设 Z t
i 和

-
θ t

i 分别为实施自适

应缩减策略后wi所关联的区域及其前M个最小夹角的

平均值，则 Z t
i = w i 

-
θ t

i ，其中
-
θ t

i 的大小按照式（2）进行

计算：

-
θ t

i = (1 + 1
2

cos ( t
tmax

π) ) × -θi （2）
从式（2）可以看出，在初始代（t=0）时，

-
θ t

i 为 1.5倍的
-
θi，随着 t 逐渐增大，

-
θ t

i 逐渐减小；而当 t=tmax（最末代）

时，
-
θ t

i 减至0.5倍的
-
θi. 式（2）的好处在于：（1）进化初期，

由于参考向量关联较大的区域，种群个体更可能分布

在各关联区域内，利用改进的支配关系增强选择压力

有利于促进种群个体向 PF 方向逼近以改善收敛性；

（2）进化后期，参考向量的关联区域不断缩减，在改进

的支配关系作用下，小生境内的个体将有更大的生存

机会，而且它们将更靠近参考向量 . 由于参考向量是预

先生成且均匀分布的，种群个体愈靠近参考向量意味

着种群的多样性将自动地得到加强 . 有鉴于此，设计一

(a) 二维目标空间中参考向量关联的区域

(b) 三维目标空间中参考向量关联的区域

图1　参考向量关联的区域示意图
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种参考向量关联区域自动缩减的支配关系 A2R，其能

有效自动平衡高维目标种群的收敛性与多样性 .
定义 3 （A2R支配关系）设个体 i、j是高维目标种

群 P 中任意的两个个体，当且仅当满足下列条件之一

时，称个体 i A2R支配 j（记为 i A2R j）：

（1）个体 i Pareto支配个体 j；
（2）当个体 i 与个体 j 彼此 Pareto 非支配且 i 和 j 位

于相同关联区域内时，计算个体 i、j与规范化目标空间

原点的距离 d1（i）、d1（j）以及它们与所在关联区域边界

的最近距离 d2（i）、d2（j），且满足 d1 (i)- (1/M ) × d2 (i) <

d1 ( j)- (1/M ) × d2 ( j). 这里M表示待解问题的目标数目 .
（3）当个体 i与个体 j彼此 Pareto 非支配但 i在关联

区域内而 j在关联区域外时，计算 i和 j至规范化目标空

间原点的距离 d1（i）、d1（j）以及 i与其所在关联区域边界

的最近距离d2（i），且满足d1（i）-（1/M）·d2（i）<d1（j）.
为便于理解定义 3中 d1、d2距离，图 2以两目标空间

为例解释它们的含义 .

图 2 中，参考向量 wi所关联的区域为 Zi，个体 i 的
d1距离即为 i 与规范化目标空间原点 O 的距离，i 的 d2
距离则为 i与Zi边界的最近距离 . 值得注意的是，这里

的 d2距离并非个体 i与参考向量wi的距离，而是 i与其

关联区域边界的最近距离 . 这样定义是考虑到参考向

量关联的区域是动态缩减的，d2距离也应随之变化，这

种变化可动态且精确地刻画个体的分布情况 .
根据定义3可以得出如下两个结论 .
（1）当个体 i和 j位于相同的关联区域时，利用 d1和

d2距离可区分它们的优劣 . d1值越小表明个体愈接近规

范化目标空间的原点，认为其收敛性越好；d2值越大表

明个体愈靠近参考向量，意味个体的多样性越好 . 另

外，随着目标空间维度M的增加，种群个体分布将更加

稀疏，种群多样性将自动地得到保证 . 在这种情况下，

通过对 d1减去（1/M）倍的 d2以降低多样性的比重来促

进收敛性 .
（2）当个体 i和 j分别位于关联区域的内部和外部时，

通常认为 j的多样性较差，对 i的d1距离减去其（1/M）倍的

d2距离后再与 j的 d1距离相比以确定胜出者，其实质是

偏好关联区域内的个体 .
（3）当个体 i 和 j 位于不同的关联区域内部或均处

于关联区域外部时，A2R支配关系将利用Pareto支配关

系择优个体 .
为直观解释A2R支配关系，图 3以规范化二维目标

空间为例，示意种群个体在 4种不同情形下彼此间的支

配情况 .

在图 3（a）中，i 和 j 位于相同的关联区域内且彼此

Pareto 非支配，根据定义 3 的第 2 种情况，需计算 i 和 j
的 d1、d2 距离，并比较它们的综合值（即 d1-（1/M）d2），

然后确定 i A2R 支配 j. 图 3（b）中，i 和 j 分别位于关联

区域的内部和外部且彼此为 Pareto 非支配关系，此时

按照定义 3 的第 3 种情况比较它们的综合值，然后确

定 i A2R 支配 j. 在图 3（c）和（d）中，i和 j分别位于不同

的关联区域内以及均位于关联区域外，此时按照定义

3 的第 1 种情况比较它们的 Pareto 支配关系以确定支

配情况，即在图 3（c）和（d）中，i A2R支配 j.
定义 4 （A2R 非支配关系）设个体 i 和 j 是高维目

标种群 P中任意的两个体，若 i A2R j且 j A2Ri成立，则

称 i和 j是A2R非支配关系 .
3　MaOEA/A2R算法

改善高维多目标进化算法的关键在于如何较好地

图2　A2R支配关系中d1和d2距离示意图

(a) i和 j位于相同关联区域内

(c) i和 j位于不同的关联区域内

(b) i在关联区域内,j在关联区域

外

(d) i和 j均位于关联区域外

图3　4种不同情形下A2R支配情况示意图
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平衡解群的收敛性与多样性 . 一方面，基于 Lp-范式

（p<1）的距离度量［4］可在高维目标空间中较好地评估

不同解点之间的距离；另一方面，A2R支配关系可动态

地精确评估解个体的质量 . 鉴于此，将A2R支配关系和

Lp-范式（p<1）距离度量方法引入经典的 NSGA-II 框
架［15］，以分别替代其原有的支配方法进而距离度量方

式，据此设计一种于 A2R 支配方法的高维多目标进化

算法 MaOEA/A2R. 算法 1 给出了 MaOEA/A2R 算法的

流程 .

MaOEA/A2R算法的第 1步产生规模为N的初始种

群 P0，并利用两层参考向量生成方法产生一定数目的

参考向量集ω. 算法的第 2步开始进入WHILE循环体 .
第 3~5步利用仿二进制交叉和多项式变异方法产生子

代种群 . 第 6 步将父代种群和子代种群合并成联合种

群 Rt. 第 7~8步对 Rt中个体进行规范化处理 . 第 9步保

留 Rt中的边界点以改善多样性 . 第 10~11 步将 Rt中个

体与参考向量关联区域进行指派，其结果是部分个体

属于某关联区域而部分个体不属于任何关联区域 . 第

12 步计算各关联区域内个体的 d1和 d2距离 . 第 13~19
步利用 A2R 非支配排序方法对 Rt进行划分，以获得若

干非劣支配层 . 然后根据非劣层的等级以及利用基于

Lp-范式（p<1）的拥挤距离的方法选择一定数目的个体

组成下一代种群 Pt+1. 最后，第 21 步输出最末代种群

Pmax视为算法最终获得的近似解集 .
设 N 表示种群规模，M 表示 MaOP 的目标数，决策

空间的维度为 n，算法最大的迭代次数为 Tmax，MaOEA/
A2R算法时间复杂度分析如下：

（1）第 1 步初始化阶段包含 3 个子步，其中初始

化迭代器的时间为 O(1)，生成初始群体 P0 的时间为

O(Nn)，生成参考向量集合的时间为 O(NM ). 因此，

第 1 步 的 时 间 复 杂 度 为 O(1) + O(Nn) + O(NM ) =

max(O(Nn)，O(NM )).
（2）算法从第 2步进入循环，循环体内构建交配池、

重组运算、变异运算以及合并父代和子代种群的时间复

杂度均为O(Nn). 第 7~8步计算种群极值点以及规范化

目标解点的时间均为O（NM）. 第9步保留边界点的时间

为O(NM ). 第10~11步构建各参考向量关联区域以及将

Rt中个体与关联区域进行关联的时间均为O(NM ). 第12
步计算关联区域内个体的 d1和 d2距离的时间为O(N 2 ).
第 13步利用A2R非支配排序方法对Rt进行分层的时间

是 O(N 2 M ). 第 14步确定最小的 k值所需时间为 O(N ).
第 16步对最末非支配层Fk上个体基于 Lp-范式（p<1）计

算拥挤距离的时间为 O(M (2N )log(2N )). 第 18 步的时

间复杂度为O(N ). 第19步的时间复杂度为O(1). 因此循

环体内的时间复杂度应为 O(Nn) + O(NM ) + O(N 2 ) +

O(MN 2 ) + O(M (2N )log(2N )) + O(N ) + O(1) = O(MN 2 ). 由

于算法最多迭代 tmax次，因此循环体内的时间复杂度为

O（MN2tmax）.
（3）第21步输出最末代种群的时间为O(NM ).
综上，MaOEA/A2R算法的时间复杂度为max(O(Nn),

O(NM)) +O(MN2tmax) +O(NM) =O(MN2tmax）. 不 难 看 出 ，

MaOEA/A2R 算法的时间复杂度取决于其所采用的非

支配排序方法 .
4　实验与分析

4. 1　对比算法

为验证 MaOEA/A2R 算法的性能，这里选取 5 种新

近发展的高效的 MaOEA 算法，如 RVEA（Reference 
Vector-guided Evolutionary Algorithm）［20］ 、NSGA-II/
SDR［10］、MaOEA/IGD［21］、MOEA/D-UR［22］、PeEA（Pareto 
front shape estimation based Evolutionary Algorithm）［23］，

算法11 MaOEA/A2R
输入: 种群规模N;MaOP目标数目M;最大迭代次数 tmax
输出: 最末代种群Pmax
1.   初始化

1.1 初始化代数迭代器 t=0
1.2 在待解问题的可行决策空间内随机产生N个初始个体组成初始

种群P0,并计算P0中各解点的目标值向量{F1(0),F2(0),…,FN(0)}
1.3 利用两层参考向量方法[12]产生一定数目的参考向量集合ω←

two_layered_generation_method(M,H1,H2)
2.  WHILE(t<tmax)
3.    构建交配池: P mat

t =Mating_selection(Pt)
4.    重组运算: P rec

t =Recombination(P mat
t )

5.    变异运算: P offs
t =Mutation(P rec

t )
6.    合并子种群和父种群: Rt=PtP offs

t

7.    计算种群极值点F min (x)和F max (x)

8.    计算种群的规范化目标解点: Rt←(Rt,F min (x),F max (x))
9.    保留Rt中的边界点

10.    构建各参考向量的关联区域

11.    将Rt中个体与关联区域进行关联

12.    计算关联区域内各个体的d1和d2距离

13.  利用 A2R 非支配排序方法划分 Rt以获得若干非支配层[F1,
F2,…]←A2R_based_nondomination_sorting(Rt);//Fi表示第 i层

A2R非劣支配层

14.    确定最小的 k值,使其满足|F1F2…Fk|≥N

15.    IF |F1F1…Fk|>N THEN
16.     计算最末A2R非劣支配层Fk各个体基于Lp-范式(p<1)的
拥挤距离,并从Fk层上删除(|F1F2…Fk|－N)各具有较小拥挤距离

的个体

17.    END IF
18.    Pt+1=F1F1…Fk

19.    更新迭代计数器: t=t+1
20.  END WHILE
21.  输出最末代种群Pmax
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作为对比算法检验本文算法的性能 . 选择它们的原因

有以下几点：

（1）RVEA 利 用 基 于 角 度 惩 罚 距 离（Angle-

Penalized Distance，APD）的方法平衡高维目标空间中

解个体的收敛性与多样性，且为新近发展的一种优秀

的 MaOEA. RVEA和 MaOEA/A2R都致力于有效平衡高

维目标空间中解群的收敛性与多样性 .
（2）NSGA-II/SDR通过设计一种增强支配关系以及

一种自适应小生境策略来平衡算法的收敛性和多样

性，未引入额外参数，其与MaOEA/A2R类似，均属于改

进支配关系类型的算法 .
（3）MaOEA/IGD 是一种基于性能指标的高维多

目标进化算法，其核心在于利用基于分解的最差

点估计方法（DNPE）计算最差点 . 与MaOEA/A2R类似，

MaOEA/IGD 利用一种兼容 Pareto支配的排序方法对种

群进行划分 . 这里选取MaOEA/IGD作为基于性能指标

类型算法的典型范例 .
（4）MOEA/D-UR是新近提出的一种随需调整权重

的MOEA/D，该算法利用指标度量解集质量的改善程度

以确定何时调整权重 . 此外，采用一种新的策略对目标

空间进行划分以增强收敛性 . 这里选取MOEA/D-UR作

为基于分解类型算法的典型范例 .
（5）PeEA以在线的方式估计PF曲率以自适应地选

择个体，它利用可达标量函数（Achievement Scalarizing 
Function，ASF）确定关节解以推测PF的几何信息 . 这里

选取 PeEA 作为对比算法是因为其是新近提出的一种

较新颖且解题性能较好的MaOEA.
4. 2　测试函数

为测试 MaOEA 算法的性能，这里选取 DTLZ［16］和
WFG［17］两个系列的测试问题集，考察算法在5-、10-、15-

和 20-目标的 DTLZ1-DTLZ7 以及 WFG1-WFG9 等测试

实例上的性能表现 . 之所以选择这两个测试集其原因

在于：首先，这两个系列的测试问题其目标数和决策变

量数目均是可扩展的；其次，DTLZ和 WFG系列函数真

实 PF是已知的，它们的 PF具有不同的难度特点，其对

算法逼近真实PF构成了巨大挑战 .
4. 3　性能指标

为评估 MaOEA 性能，这里选取反转世代距离

IGD［18］和超体积 HV［19］两个指标评估算法所获近似解

集的收敛性与多样性，具体如下 .
假设 P 是 MOP 问题真实 PF 的代表解集，A 是算法

获得的近似 Pareto 解集，IGD 指标可利用式（3）进行

计算：

IGD(AP)=
1

|P|∑i = 1

|P|

Dist i （3）

其中，Dist i = min
j = 1

|A| ∑
k = 1

M ( )fk (pi )- fk (aj )

f max
k - f min

k

2

，为归一化后的

最小欧氏距离；f max
k 和 f min

k 分别表示集合 P 在第 k 个目

标上获得的最大值和最小值；pi Î P，i = 12 | P |，
aj Î A，j = 12|A|. 实验对各测试函数采样 10 000 个

均匀分布的 Pareto 解点作为真实 Pareto 前沿的代表来

计算 IGD值 .
给定一个近似的Pareto解集A，其HV值计算如下：

HV(A)= Λ ( ∪
pÎ A

{ }x|p  x  xref ) （4）
其中，Λ为 Lebesgue 测度；xref 为参照点 . 对于 2-目标问

题，HV 是坐标区域的面积；对于 3-目标问题，HV 是三

维空间构成的体积；对于 4维及以上目标的问题，HV表

示超体值 . 通常，HV值越大，表示解集的质量越高，亦

即解集的收敛性与多样性就越好 .
4. 4　统计方法

实验利用显著水平为 0.05的 Wilcoxon秩和检验来

分析各算法获得近似解集的 IGD 和 HV 性能指标在统

计意义上的差异 . 各算法在每个测试实例上均独立执

行30次以尽量减少随机因素的影响 .
4. 5　实验环境

本文所有的实验均在HP OMEN8计算机上执行，计

算机的配置是 CPU：12th Gen Intel（R） Core（TM） i5-

12500H；主频：2.50 GHz；内存：16.0 GB；Windows11 64位

操作系统 . 实验中各算法均在PlatEMO平台［24］上实现 .
4. 6　实验参数设置

实验中所涉及的参数包括各算法的共有参数和特

有参数，具体如下：

（1）共有参数方面 . 对于 5-、10-、15-和 20-目标的测

试实例，实验均分配 50 000 次函数评估 . 另外，由于

RVEA和MaOEA/A2R均利用两层生成方法产生一定数

目的权重向量，因此它们的种群规模需要与参考向量

数目保持一致 . 实验中，对于 5-目标、10-目标、15-目标

和 20-目标的测试实例，两算法的种群规模均分别设为

212、276、136和 232. 此外，NSGA-II/SDR、MOEA/D-UR、

PeEA 和 MaOEA/A2R 都利用仿二进制交叉（Simulated 
Binary Crossover，SBX）和多项式变异（Polynomial Muta⁃
tion operators，PM）产生新个体，其中 SBX 和 PM 算子的

参数按表 1设置，而RVEA中的变化算子除交叉分布指

数ηc取值为30外，其余参数值仍按表1设置 .
（2）特有参数方面 . 各对比算法特有的参数按它们

原始文献中的建议值设置 .
4. 7　实验结果与分析

为验证MaOEA/A2R的有效性，这里将其与RVEA、

NSGA-II/SDR、MaOEA/IGD、MOEA/D-UR 和 PeEA 算法
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在 5-、10-、15-和 20-目标的 DTLZ 和 WFG 系列测试函

数上进行 IGD和 HV性能的比较 . 表 2和表 3分别列出

了 6 种算法在 DTLZ 和 WFG 系列测试问题上所获得的

IGD 均值和方差 . 表内各行最佳结果用粗体凸显

（下同）.
表 2给出了 6个算法在 28个DTLZ测试实例上的所

获得的 IGD 均值与方差，其中 MaOEA/A2R、RVEA、

NSGA-II/SDR、MOEA/D-UR和 PeEA算法在这些测试实

例上获得最佳 IGD 均值的个数分别为 12、2、2、8、4；而
MaOEA/IGD无一能获得最佳的 IGD均值 . 另外，从表 2
的 Wilcoxon 秩和检验结果来看，MaOEA/A2R 相对于

RVEA、NSGA-II/SDR、MaOEA/IGD、MOEA/D-UR 和

PeEA 的净胜得分（即得“+”的数目减去得“-”的数目，

下同）分别为 3、0、14、2 和 2. 但需指出，在 DTLZ5 和

DTLZ6问题上，MOEA/D-UR获得了比MaOEA/A2R更好

的结果 . 究其原因，DTLZ5和DTLZ6两测试问题的PF退

化成一条曲线，MOEA/D-UR通过对权重向量的调整可

较好地克服该问题 . 另外，MOEA/D-UR采用了一种新的

策略（算子）对目标空间进行划分，增强了算法的收敛性 .
因此，MOEA/D-UR在DTLZ5、DTLZ6两测试问题上表现

了显著较优的性能 . 相比之下，MaOEA/A2R致力于自适

应平衡收敛性与多样性，当待解问题的PF退化成曲线时

其收敛性不强 . 另外，在DTLZ7问题上，PeEA获得了比

MaOEA/A2R更优的性能 . 究其原因，DTLZ7问题对近似

解集在不同PF面保持均匀分布构成挑战 . 由于PeEA通

过在线方式估计PF的曲率以推测PF的几何信息，因此

它在求解此类问题时可较好地将解集分布于不同的PF
上，可获得较好的性能 . 相比之下，MaOEA/A2R并未针

对具有不同PF面的问题而采用针对性的选择策略，因而

在DTLZ7问题上，其性能上不及PeEA.
表3列出了6个算法在36个WFG测试实例上获得的

IGD均值和方差，其中MaOEA/A2R、RVEA、MOEA/D-UR
和PeEA获得最佳 IGD均值的个数分别为17、13、5、1，而
NSGA-II/SDR和MaOEA/IGD算法均未能获得任何最佳

IGD 均值 . 从表 3 的 Wilcoxon 秩和检验结果来看，

MaOEA/A2R相对于RVEA、NSGA-II/SDR、MaOEA/IGD、

MOEA/D-UR 和 PeEA 所获得的净胜得分分别为 1、23、
27、18和19. 但需指出，在 WFG2问题上，RVEA 表现出

较 MaOEA/A2R 更好的性能 . 究其原因，WFG2 具有凸

型且不连续等特征，RVEA利用角度惩罚距离和参考向

量再生的策略改善了其在求解不规则 PF问题的性能，

而 MaOEA/A2R并未专门针对具有不规则 PF的问题而

实施一定策略 . 另外，在WFG3问题上，MOEA/D-UR取

得了比MaOEA/A2R更好的性能，其原因在于：WFG3属

一类退化的问题，MOEA/D-UR通过对权重向量进行调

整以及新的目标空间划分算子等实现对 PF的逼近，能

获得较好的收敛性与多样性 . 总体上，MaOEA/A2R 相

比其他几种对比算法表现出一定的性能优势 . 究其原

因，MaOEA/A2R利用A2R支配关系在进化过程中自动

调整关联区域的大小，能有效地平衡算法的收敛性与

多样性 . 另外，MaOEA/A2R 采用基于 Lp-范式（p=1/M）

的拥挤距离较精确地度量高维目标空间解个体的邻域

密度，改善了多样性 . 在上述两种策略的作用下，

MaOEA/A2R取得了相对较好的收敛性与多样性优势 .
进一步地，为验证 A2R 支配方法在高维多目标进

化优化中的有效性，将 A2R 支配和几种代表性的改进

的支配方法，如 grid支配、θ-支配、SDR支配和AD-支配，

分别导入到简单的 EA 算法框架中并由此构造几种简

单的MaOEA算法 . 表 4给出了几种新构造的MaOEA算

法在 5-和 10-目标的 DTLZ 系列测试问题上所获得的

IGD均值和方差 .
从表 4 可知，在全部 14 个 DTLZ 测试例中，使用

A2R 支配的进化算法获得 7 个最佳的 IGD 均值，利用

SDR支配的算法获得 5个最佳的 IGD均值，采用 grid支

配和AD-支配的算法均获得 1个最佳的 IGD均值 . 需指

出的是，在DTLZ5和DTLZ6问题上，SDR支配获得了比

A2R 支配更好的结果 . 究其原因，此类测试问题的 PF
退化成一条曲线，SDR 支配基于一种自适应小生境策

略设计支配关系，在 PF退化成一条曲线时可以提高收

敛程度，相比之下，A2R支配致力于自适应平衡收敛性

与多样性，当待解问题的 PF退化成曲线时其收敛性不

强 . 另外，从表 4 的 Wilcoxon 秩和检验的结果来看，采

用A2R支配的进化算法的性能优于使用其他支配关系

的进化算法 . 比如，从净胜得分来看，A2R 支配相对于

grid支配、θ-支配、SDR支配和AD-支配所获得的净胜得

分分别为 9、8、2和 10. 由此可见，A2R支配相比其他几

种改进的支配关系，其具有优异的收敛性和多样性之

能力 . 究其原因，A2R支配可以在进化过程中构建参考

向量关联区域，且随种群进化自适应调整其大小，具有

平衡种群收敛性与多样性的效果 .
不仅如此，为直观比较6种算法的收敛速度，图4和

图5分别描绘了各算法在15-目标的DTLZ4（DTLZ4（15））
和 15-目标的 WFG9（WFG9（15））测试实例上获得的

IGD均值随评估次数（EN）增长而变化的轨迹 . 为获得

稳定且可靠的结果，各算法在测试实例上均独立执行

30次，每次运行所需的评估次数设为100 000.

表1　实验中SBX和PM算子的参数设置

参数

SBX交叉的概率(pc)
SBX交叉的分布指数(ηc)

PM的变异概率(pm)
PM的分布指数(ηm)

取值

1.0
20

1/n(n为决策变量数目)
20
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表2　各算法在四种目标维度的DTLZ系列测试问题上获得的 IGD均值与方差

测试问题

DTLZ1

DTLZ2

DTLZ3

DTLZ4

DTLZ5

DTLZ6

目标数目

5

10

15

20

5

10

15

20

5

10

15

20

5

10

15

20

5

10

15

20

5

10

15

20

MaOEA/A2R
1.151 3×100 

(6.70×10--1)

5.281 9×100 

(3.16×100)

5.258 0×10--1 

(2.32×10--1)

5.238 0×10--1 

(5.59×10--2)

1.635 3×10--1 

(1.99×10--3)

4.165 7×10--1 

(4.79×10--3)

6.381 5×10-1 
(2.73×10-2)

6.835 8×10-1 
(1.90×10-2)

2.843 5×100 

(1.75×100)

2.771 6×100 

(2.09×100)

1.106 5×100 

(2.77×10--1)

2.431 9×100 
(2.90×100)

1.695 4×10-1 
(1.09×10-3)

4.182 6×10--1 

(3.42×10--3)

6.038 9×10--1 

(5.96×10--3)

6.205 0×10--1 

(3.09×10--3)

3.633 1×10-1 
(1.23×10-1)

4.852 1×10-1 
(9.90×10-2)

6.869 2×10-1 
(5.55×10-2)

5.957 1×10-1 
(9.35×10-2)

7.743 9×10-1 
(2.55×10-1)

1.584 9×100 
(6.57×10-1)

7.870 9×10-1 
(3.79×10-1)

6.723 3×10-1 
(1.53×10-1)

RVEA
2.043 8×101 
(4.84×100) -
1.298 8×101 
(4.26×100) -
1.370 5×100 
(7.01×10-1) -
5.749 9×10-1 
(5.28×10-1) =
1.662 1×10-1 
(1.41×10-4) -
4.303 4×10-1 
(1.66×10-3) -
6.348 6×10--1 

(2.48×10--2) =

7.656 4×10-1 
(3.59×10-2) -
8.225 4×101 
(2.27×101) -
5.988 6×101 
(1.66×101) -
1.149 9×101 
(5.59×100) -
3.491 9×100 
(2.02×100) -
1.661 9×10--1 

(2.32×10--4) +

4.401 9×10-1 
(3.00×10-3) -
6.313 2×10-1 
(5.44×10-3) -
6.228 8×10-1 
(8.84×10-5) -
1.968 8×10-1 
(2.58×10-2) +
3.629 2×10-1 
(6.53×10-2) +
4.008 3×10-1 
(1.84×10-1) +
3.901 7×10-1 
(2.13×10-1) +
3.467 9×10-1 
(1.78×10-1) +
6.639 0×10-1 
(4.09×10-1) +
2.376 9×10-1 
(6.89×10-2) +
2.420 7×10-1 
(6.72×10-2) +

NSGA-II/SDR
7.598 5×100 
(2.91×100) -
7.173 6×100 
(2.62×100) -
6.920 7×10-1 
(3.02×10-1) -
6.449 9×10-1 
(3.09×10-1) =
2.205 5×10-1 
(9.75×10-2) -
4.424 6×10-1 
(7.83×10-3) -
8.005 4×10-1 
(9.02×10-2) -
6.829 0×10--1 

(3.12×10--2) =

2.811 6×101 
(9.18×100) -
1.478 0×101 
(4.34×100) -
1.829 2×100 
(1.22×100) -
9.004 2×10--1 

(2.48×10--1) +

6.617 2×10-1 
(7.02×10-2) -
7.939 4×10-1 
(8.14×10-2) -
8.109 1×10-1 
(1.27×10-2) -
7.922 2×10-1 
(4.25×10-2) -
5.996 7×10-2 
(1.12×10-2) +
1.893 4×10-1 
(2.85×10-2) +
8.977 5×10-2 
(1.80×10-2) +
1.101 9×10-1 
(1.88×10-2) +
1.950 9×10-1 
(5.45×10-2) +
3.015 1×10-1 
(1.37×10-1) +
1.159 9×10-1 
(2.17×10-2) +
1.138 0×10-1 
(2.19×10-2) +

MaOEA/IGD
5.416 4×101 
(2.18×101) -
2.639 6×101 
(1.37×101) -
1.021 0×101 
(4.51×100) -
1.811 4×100 
(1.32×100) -
2.344 2×10-1 
(3.56×10-2) -
6.344 4×10-1 
(1.83×10-1) -
9.650 5×10-1 
(9.98×10-2) -
8.336 6×10-1 
(5.60×10-2) -
1.742 7×102 
(5.22×101) -
1.008 2×102 
(3.78×101) -
2.967 3×101 
(9.84×100) -
4.918 5×100 
(2.11×100) -
3.993 7×10-1 
(1.99×10-1) -
5.121 6×10-1 
(6.99×10-2) -
7.027 1×10-1 
(4.57×10-2) -
6.341 5×10-1 
(9.21×10-3) -
5.462 8×10-1 
(1.59×10-1) -
5.659 1×10-1 
(1.97×10-1) =
6.314 7×10-1 
(1.87×10-1) +
2.876 8×10-1 
(9.93×10-2) +
3.276 9×100 
(1.18×100) -
2.385 4×100 
(1.03×100) -
2.368 7×100 
(1.20×100) -
4.014 5×10-1 
(3.25×10-2) +

MOEA/D-UR
9.639 5×100 
(4.25×100) -
7.956 4×100 
(3.72×100) -
1.988 6×100 
(1.45×100) -
5.708 6×10-1 
(4.82×10-1) =
1.709 8×10-1 
(1.38×10-3) -
4.351 9×10-1 
(2.71×10-2) -
7.582 2×10-1 
(4.98×10-2) -
8.709 0×10-1 
(3.69×10-2) -
1.952 1×101 
(7.26×100) -
1.250 3×101 
(6.06×100) -
2.986 0×100 
(3.83×100) -
1.199 6×100 
(3.19×10-1) +
2.088 3×10-1 
(7.93×10-2) -
4.432 2×10-1 
(3.13×10-2) -
6.623 2×10-1 
(3.25×10-2) -
6.487 7×10-1 
(1.31×10-2) -
1.146 9×10--2 

(2.27×10--3) +

1.319 7×10--2 

(2.77×10--3) +

2.337 0×10--2 

(6.78×10--3) +

1.566 3×10--2 

(4.35×10--3) +

1.143 0×10--2 

(2.82×10--3) +

1.131 9×10--2 

(3.53×10--3) +

2.770 1×10--2 

(9.44×10--3) +

1.293 2×10--2 

(2.81×10--3) +

PeEA
1.656 2×101 
(5.55×101) -
2.585 2×101 
(1.28×101) -
6.641 0×10-1 
(4.51×10-1) =
2.376 6×101 
(9.67×100) -
1.760 9×10-1 
(3.14×10-3) -
4.200 2×10-1 
(3.67×10-3) -
6.482 8×10-1 
(6.06×10-2) =
7.342 1×10-1 
(6.83×10-2) -
3.282 1×101 
(1.10×101) -
3.301 8×101 
(2.17×101) -
7.227 7×100 
(5.48×100) -
1.453 7×102 
(6.46×101) -
1.734 6×10-1 
(1.63×10-3) -
4.364 7×10-1 
(1.08×10-1) =
6.086 5×10-1 
(5.28×10-2) -
6.331 4×10-1 
(4.62×10-2) =
1.211 3×10-1 
(2.53×10-1) +
1.410 7×10-1 
(1.70×10-2) +
2.209 1×10-1 
(4.16×10-2) +
2.611 1×10-1 
(1.46×10-1) +
1.262 3×10-1 
(1.01×10-1) +
3.509 6×10-1 
(3.18×10-1) +
1.757 7×10-1 
(5.12×10-2) +
2.005 3×100 
(1.18×100) -
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表3　各算法在4种目标维度的WFG系列问题上获得的 IGD均值与方差

测试问题

WFG1

WFG2

WFG3

WFG4

目标数目

5

10

15

20

5

10

15

20

5

10

15

20

5

10

15

20

MaOEA/A2R
1.208 4×100 
(1.31×10-1)

2.009 9×100 
(8.96×10-2)

2.215 0×100 
(1.06×10-1)

4.156 5×100 
(1.32×10-1)

5.014 2×10-1 
(2.80×10-2)

1.235 0×100 
(4.86×10-2)

1.914 9×100 
(1.38×10-1)

3.628 1×100 
(2.50×10-1)

1.235 3×100 
(2.31×10-1)

4.750 7×100 
(7.90×10-1)

7.874 2×100 
(7.32×10-1)

9.656 0×100 
(5.48×10-1)

9.539 9×10--1 

(5.41×10--3)

4.182 3×100 

(4.41×10--2)

9.035 6×100 

(1.92×10--1)

1.142 6×101 

(3.01×10--1)

RVEA
1.057 4×100 
(8.99×10-2) +
1.699 6×100 
(1.60×10-1) +
1.921 6×100 

(8.54×10--2) +

4.120 1×100 

(1.39×10--1) =

3.998 2×10--1 

(1.32×10--2) +

1.147 1×100 

(5.06×10--2) +

1.730 5×100

(8.56×10--2) +

3.368 5×100 

(1.64×10--1) +

5.153 7×10-1 
(3.58×10-2) +
3.194 6×100 
(5.79×10-1) +
8.721 2×100 
(2.34×100) =
9.405 6×100 
(2.84×100) +
9.604 7×10-1 
(3.21×10-3) -
4.372 1×100 
(5.23×10-2) -
9.479 9×100 
(2.18×10-1) -
1.194 3×101 
(6.00×10-1) -

NSGA-II/SDR
7.753 0×10-1 
(5.24×10-2) +
1.741 3×100 
(6.23×10-2) +
2.495 5×100 
(3.98×10-2) -
5.144 3×100 
(5.74×10-2) -
5.278 6×10-1 
(4.33×10-2) -
1.618 0×100 
(1.32×10-1) -
2.399 6×100 
(6.32×10-2) -
5.224 5×100 
(6.66×10-2) -
2.607 6×10-1 
(2.73×10-2) +
1.718 9×100 
(5.86×10-1) +
4.592 0×100 
(1.46×100) +
8.140 1×100 
(2.29×100) +
1.005 8×100 
(1.43×10-2) -
4.425 8×100 
(5.69×10-2) -
9.851 8×100 
(1.25×100) -
1.443 4×101 
(2.56×100) -

MaOEA/IGD
1.425 5×100 
(6.47×10-1) -
2.224 0×100 
(2.00×10-1) -
7.563 1×100 
(6.60×100) -
5.456 9×100 
(1.12×100) -
1.090 3×100 
(3.95×10-1) -
2.054 8×100 
(1.46×10-1) -
4.172 9×100

(4.82×100) -
4.600 7×100 
(1.90×100) -
5.092 0×100 
(1.28×100) -
2.068 4×100 
(1.33×10-1) +
5.861 6×100 
(2.12×100) +
7.375 2×100 
(4.41×10-1) +
6.115 8×100 
(1.79×100) -
5.709 7×100 
(2.40×10-1) -
2.089 3×101 
(3.62×100) -
1.251 5×101 
(3.19×100) -

MOEA/D-UR
7.638 2×10-1 
(5.82×10-2) +
1.677 8×100 

(9.35×10--2) +

2.280 4×100 
(9.10×10-2) -
4.774 9×100 
(1.89×10-1) -
4.330 7×10-1 
(1.02×10-2) +
1.213 6×100 
(6.11×10-2) =
1.973 3×100 
(1.53×10-1) =
3.792 5×100 
(1.33×10-1) -
2.044 1×10--1 

(3.71×10--2) +

8.398 7×10--1 

(1.10×10--1) +

1.519 9×100 

(1.57×10--1) +

1.857 9×100 

(2.27×10--1) +

9.895 0×10-1 
(8.69×10-3) -
4.637 5×100 
(7.04×10-2) -
9.965 6×100 
(5.55×10-1) -
1.520 4×101 
(1.27×100) -

PeEA
7.136 5×10--1 

(6.19×10--2) +

1.775 8×100 
(3.82×10-1) +
2.042 0×100 
(3.56×10-1) +
4.833 6×100 
(4.88×10-1) -
5.290 3×10-1 
(4.34×10-2) -
1.347 5×100 
(9.68×10-2) -
1.955 4×100 
(1.11×10-1) =
4.477 7×100 
(3.65×10-1) -
4.115 1×10-1 
(7.06×10-2) +
1.057 6×100 
(2.02×10-1) +
2.133 3×100 
(4.43×10-1) +
9.339 7×100 
(1.90×100) +
1.189 8×100 
(2.60×10-2) -
4.806 9×100 
(2.16×10-1) -
1.110 4×101 
(8.02×10-1) -
1.272 2×101 
(8.47×10-1) -

续表

测试问题

DTLZ7

+/-/=

目标数目

5

10

15

20

MaOEA/A2R
4.497 6×10-1 
(6.20×10-2)

2.305 0×100 
(9.74×10-1)

8.132 8×100 
(1.31×100)

1.100 4×101 
(1.28×100)

RVEA
4.990 4×10-1 
(9.46×10-3) -
1.763 7×100 
(3.92×10-1) =
2.447 8×100 
(2.77×10-1) +
2.876 1×100 
(4.53×10-1) +

11/14/3

NSGA-II/SDR
3.391 1×10-1 
(3.16×10-2) +
1.391 6×100 
(2.97×10-1) +
4.396 2×100 
(6.93×10-1) +
7.220 6×100 
(7.94×10-1) +

13/13/2

MaOEA/IGD
7.382 0×10-1 
(6.27×10-2) -
1.511 0×100 
(7.82×10-2) +
2.636 2×100 
(1.28×10-1) +
3.491 2×100 
(1.57×10-1) +

6/21/1

MOEA/D-UR
4.273 3×10-1 
(1.99×10-2) =
1.414 1×100 
(1.89×10-1) +
2.305 2×100 
(5.13×10-1) +
3.133 7×100 
(6.58×10-1) +

12/14/2

PeEA
2.473 7×10--1 

(7.50×10--3) +

9.907 5×10--1 

(1.03×10--1) +

1.764 3×100 

(4.35×10--1) +

1.903 0×100 

(9.36×10--2) +

11/13/4
注：“+”、“-”和“=”分别表示该结果显著地优于、显著地劣于以及统计上无差别于MaOEA/A2R算法所获得的结果 .
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续表

测试问题

WFG5

WFG6

WFG7

WFG8

WFG9

+/-/=

目标数目

5

10

15

20

5

10

15

20

5

10

15

20

5

10

15

20

5

10

15

20

MaOEA/A2R
9.549 5×10-1 
(8.84×10-3)

4.193 8×100 

(5.72×10--2)

8.875 9×100 

(1.56×10--1)

1.146 1×101 

(1.71×10--1)

9.600 2×10--1 

(8.06×10--3)

4.398 9×100 
(5.83×10-2)
9.043 1×100

(1.31×10--1)

1.124 8×101 

(1.70×10--1)

9.579 6×10--1 

(8.77×10--3)

4.437 7×100 
(6.75×10-2)

9.122 9×100 

(1.28×10--1)

1.177 5×101 
(1.92×10-1)

9.778 4×10-1 
(7.03×10-3)

4.481 3×100 
(1.77×10-1)

9.485 4×100 

(5.05×10--1)

1.249 1×101 

(7.25×10--1)

9.648 6×10--1 

(8.85×10--3)

4.239 5×100 

(5.43×10--2)

8.744 0×100 

(1.18×10--1)

1.176 4×101 
(1.21×10-1)

RVEA
9.545 6×10--1 

(1.40×10--3) =

4.390 9×100 
(6.47×10-2) -
9.340 7×100 
(9.31×10-2) -
1.318 9×101 
(2.27×10-1) -
9.638 1×10-1 
(1.43×10-3) -
4.394 7×100 

(9.19×10--2) =

1.054 1×101 
(6.98×10-1) -
1.384 2×101 
(6.98×10-1) -
9.639 6×10-1 
(2.87×10-3) -
4.405 8×100 

(7.87×10--2) =

9.188 5×100 
(2.94×10-1) =
1.172 0×101 

(1.61×10--1) =

9.672 1×10--1 

(2.80×10--3) +

4.300 0×100 

(8.13×10--2) +

9.830 5×100 
(4.67×10-1) -
1.264 6×101 
(9.72×10-1) =
9.671 0×10-1 
(1.01×10-2) =
4.286 0×100 
(5.45×10-2) -
9.160 7×100 
(1.50×10-1) -
1.146 1×101 

(2.90×10--1) +

13/14/9

NSGA-II/SDR
1.002 1×100 
(1.72×10-2) -
4.489 6×100 
(8.38×10-2) -
9.470 0×100 
(3.32×10-1) -
1.212 1×101 
(3.87×10-1) -
1.019 3×100 
(2.35×10-2) -
4.562 6×100 
(9.07×10-2) -
1.053 8×101 
(1.46×100) -
1.688 3×101 
(1.13×100) -
1.016 1×100 
(2.31×10-2) -
4.533 9×100 
(1.00×10-1) -
1.115 7×101 
(1.45×100) -
1.314 9×101 
(6.18×10-1) -
1.017 1×100 
(1.83×10-2) -
4.450 9×100 
(8.96×10-2) =
1.048 6×101 
(4.70×10-1) -
1.438 7×101 
(8.44×10-1) -
9.912 8×10-1 
(1.35×10-2) -
4.353 8×100 
(5.44×10-2) -
9.501 0×100 
(1.34×100) -
1.306 1×101 
(9.17×10-1) -

6/29/1

MaOEA/IGD
5.423 3×100 
(2.57×100) -
5.541 3×100 
(2.29×10-1) -
2.672 9×101 
(5.82×100) -
1.490 5×101 
(1.10×101) =
5.728 3×100 
(1.14×100) -
6.106 5×100 
(5.49×10-1) -
2.327 2×101 
(5.89×100) -
2.222 0×101 
(1.21×101) -
5.462 7×100 
(8.18×10-1) -
6.062 0×100 
(6.03×10-1) -
2.650 1×101 
(3.27×100) -
1.393 4×101 
(6.85×100) =
4.580 6×100 
(2.00×10-1) -
6.207 0×100 
(1.63×100) -
2.395 3×101 
(3.08×100) -
3.178 0×101 
(6.46×100) -
3.230 5×100 
(1.13×100) -
5.292 7×100 
(3.53×10-1) -
1.589 9×101 
(8.57×100) -
1.185 3×101 
(7.68×10-1) =

3/30/3

MOEA/D-UR
9.784 9×10-1 
(9.01×10-3) -
4.519 2×100 
(3.07×10-2) -
9.576 2×100 
(3.77×10-1) -
1.352 8×101 
(4.16×10-1) -
9.974 9×10-1 
(1.05×10-2) -
4.616 8×100 
(5.72×10-2) -
9.537 7×100 
(4.52×10-1) -
1.451 6×101 
(9.45×10-1) -
9.891 2×10-1 
(8.97×10-3) -
4.682 8×100 
(5.96×10-2) -
9.661 6×100 
(4.49×10-1) -
1.433 1×101 
(6.93×10-1) -
1.009 1×100 
(2.01×10-2) -
4.361 7×100 
(4.99×10-2) +
1.045 6×101 
(4.73×10-1) -
1.636 2×101 
(8.52×10-1) -
1.026 9×100 
(2.01×10-2) -
4.725 5×100 
(6.83×10-2) -
9.286 6×100 
(3.29×10-1) -
1.535 1×101 
(1.06×100) -

8/26/2

PeEA
1.155 7×100 
(2.03×10-2) -
4.939 1×100 
(9.83×10-2) -
9.611 5×100 
(4.65×10-1) -
1.210 8×101 
(6.17×10-1) -
1.204 9×100 
(6.26×10-2) -
5.130 5×100 
(1.61×10-1) -
9.861 2×100 
(4.56×10-1) -
1.216 8×101 
(8.43×10-1) -
1.241 0×100 
(4.81×10-2) -
5.164 3×100 
(1.97×10-1) -
9.680 1×100 
(6.10×10-1) -
1.266 5×101 
(1.08×100) -
1.156 5×100 
(4.77×10-2) -
4.532 8×100 
(1.20×10-1) =
1.044 8×101 
(5.50×10-1) -
1.311 7×101 
(1.22×100) -
1.126 8×100 
(2.85×10-2) -
4.633 8×100 
(8.56×10-2) -
9.050 0×100 
(5.51×10-1) =
1.223 8×101 
(6.93×10-1) -

7/26/3
注：“+”、“-”和“=”分别表示该结果显著地优于、显著地劣于以及统计上无差别于MaOEA/A2R算法所获得的结果 .
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从图4可以看出，6种算法随着评估次数EN的增大，

它们所获得的 IGD均值总体上呈现出出变小的趋势 . 但

相对而言，MaOEA/A2R和PeEA获得的 IGD均值下降最

快，其次是RVEA，随后为NSGA-II/SDR和MOEA/D-UR，

而MaOEA/IGD的表现相对较差 . MaOEA/A2R、RVEA和

PeEA在经历初始约 1×104次评估后，它们的 IGD均值能

较快下降至一个相对较小的值，而在后期进化中它们的

IGD 均 值 呈 现 出 缓 慢 变 小 的 态 势 . NSGA-II/SDR、

MaOEA/IGD分别在经历大约1×104、3×104次左右的评估

之后它们 IGD均值趋于平稳，但均维持一个相对较高的

值 . 由于 IGD 指标能够表征近似解集的收敛性和多样

性，且 IGD 值越小表明算法获得的近似解集的质量越

高，因此，图 4 的 IGD 曲线的变化轨迹直观地表明了

MaOEA/A2R 算法相比其他几种算法，其在 DTLZ4（15）
测试实例上能较优地获得高质量的近似解集 .

从图 5 可以看出，6 种算法所获得的 IGD 均值总

体上均随评估次数 EN 的增大而呈现出变小的趋势 .
但相对而言，MaOEA/A2R算法获得的 IGD 均值下降最

图4　6种算法在 15-目标的DTLZ4测试问题上获得的 IGD均值的变

化曲线

表4　5种新构造的MaOEA算法在5-和10-目标的DTLZ系列测试问题上获得的 IGD均值与方差

测试问题

DTLZ1

DTLZ2

DTLZ3

DTLZ4

DTLZ5

DTLZ6

DTLZ7

+/-/=

目标数目

5

10

5

10

5

10

5

10

5

10

5

10

5

10

A2R支配

3.139 1×101 

(1.04×101)

8.056 0×100 
(5.08×100)

1.730 4×10--1 

(1.95×10--3)

4.073 0×10--1 

(3.20×10--3)

6.905 7×101 

(1.95×101)

4.031 6×100 

(3.08×100)

1.756 1×10--1 

(1.95×10--3)

4.196 2×10--1 

(3.21×10--3)

2.737 4×10-1 
(1.09×10-1)

4.905 5×10-1 
(1.20×10-1)

4.075 2×100 
(8.44×10-1)

1.498 7×100 
(5.12×10-1)

5.185 0×10-1 
(1.11×10-1)

2.644 0×100 
(1.12×100)

grid支配

1.758 4×102 
(3.16×101) -
2.465 8×102 
(3.83×101) -
2.550 2×10-1 
(7.70×10-3) -
1.641 4×100 
(5.93×10-1) -
2.127 5×102 
(3.24×101) -
1.722 5×102 
(3.56×101) -
2.529 2×10-1 
(1.22×10-2) -
6.557 2×10-1 
(6.34×10-2) -
3.594 7×10-1 
(6.83×10-2) -
4.632 6×10-1 
(6.64×10-2) =
4.652 1×100 
(5.24×10-1) -
1.644 3×101 
(1.04×100) -
3.403 0×10-1 
(2.61×10-2) +
8.560 0×10--1 

(3.55×10--2) +

2/11/1

θ-支配

8.088 3×101 
(1.11×101) -
1.481 6×101 
(4.18×100) -
1.970 8×10-1 
(5.28×10-3) -
4.371 1×10-1 
(2.28×10-3) -
2.823 4×102 
(3.86×101) -
6.315 4×101 
(1.56×101) -
2.120 9×10-1 
(8.21×10-3) -
4.489 1×10-1 
(2.47×10-3) -
2.123 1×10-1 
(2.11×10-2) +
1.888 7×10-1 
(1.83×10-2) +
9.168 1×100 
(8.86×10-1) -
1.121 5×100 
(4.40×10-1) +
1.522 4×101 
(5.72×100) -
2.861 5×101 
(9.38×100) -

3/11/0

SDR支配

4.685 6×101 
(6.51×100) -
3.551 0×100 
(1.20×100) +
1.900 2×10-1 
(6.33×10-3) -
4.349 8×10-1 
(7.64×10-3) -
1.869 0×102 
(2.49×101) -
1.681 0×101 
(6.27×100) -
6.764 0×10-1 
(8.63×10-2) -
8.156 6×10-1 
(8.06×10-2) -
9.177 0×10--2 

(1.05×10--2) +

1.839 8×10--1 

(2.70×10--2) +

1.049 7×100 

(5.08×10--1) +

2.953 9×10--1 

(1.44×10--1) +

7.592 7×10-1 
(1.31×10-1) -
1.148 1×100 
(2.63×10-1) +

6/8/0

AD-支配

9.716 9×101 
(9.61×100) -
1.232 4×101 
(3.23×100) -
2.774 3×10-1 
(1.27×10-2) -
7.012 0×10-1 
(6.61×10-2) -
6.096 5×102 
(1.32×102) -
1.017 5×103 
(9.54×101) -
3.489 5×10-1 
(1.06×10-1) -
1.074 8×100 
(8.75×10-2) -
1.043 8×100 
(1.90×10-1) -
8.505 4×10-1 
(1.73×10-1) -
1.892 7×101 
(9.73×10-1) -
1.618 8×101 
(7.29×10-1) -
2.570 3×10--1 

(4.05×10--2) +

1.070 8×100 
(5.00×10-2) +

2/12/0
注：“+”、“-”和“=”分别表示该结果显著地优于、显著地劣于以及统计上无差别于嵌入A2R支配的算法所获得的结果 .
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快 . 其次是NSGA-II/SDR和MOEA/D-UR. RVEA和 PeEA
呈现出了先快速下降，后缓慢上升再下降的波折 .
MaOEA/IGD曲线波动较大，在经历大约 5×104次评估后

趋于收敛，但维持一个较高的值 . 总体上，MaOEA/A2R
和 NSGA-II/SDR 算法在经历初始的 1×104次评估后，它

们的 IGD 均值都能较快下降至一个相对较低的水平，

而在后期进化中，它们的 IGD 均值呈现出缓慢变小的

趋势 . 因此，从图 5 来看，MaOEA/A2R在WFG9（15）实

例上总体上表现出相对较快的收敛速度 .
此外，为考察MaOEA/A2R算法在WFG系列测试问

题上的HV性能，将MaOEA/A2R与RVEA、NSGA-II/SDR、

MaOEA/IGD、MOEA/D-UR 和 PeEA 一同在 5-、10-、15-和

20-目标的WFG1~WFG9测试实例上进行实验，表 5给出

了 6种算法在 5-、10-、15-和 20-目标的 WFG1~WFG9测

试问题上获得的HV均值与方差 . 需要说明的是，这里

计算 HV 值所使用的参考点 r 设置为（1.1×Z nad），这里

图5　6种算法在 15-目标的 WFG9测试问题上获得的 IGD 均值的变

化曲线

表5　各算法在4种目标维度的WFG系列问题上获得的HV均值与方差

测试问题

WFG1

WFG2

WFG3

WFG4

目标数目

5

10

15

20

5

10

15

20

5

10

15

20

5

10

15

20

MaOEA/A2R
5.661 9×10-1 
(4.65×10-2)

4.834 3×10-1 
(3.26×10-2)

6.681 4×10-1 
(5.63×10-2)

6.900 8×10-1 
(9.78×10-2)

9.612 4×10-1 
(7.51×10-3)

9.325 5×10-1 
(9.63×10-3)

9.673 4×10-1 
(1.37×10-2)

9.698 9×10-1 
(1.35×10-2)

6.799 0×10-2 
(5.27×10-3)

0.000 0×100 

(0.00×100)

0.000 0×100 

(0.00×100)

0.000 0×100 

(0.00×100)

7.832 2×10--1 

(3.97×10--3)

9.062 6×10-1 
(8.85×10-3)

9.351 5×10--1 

(8.95×10--3)

9.494 8×10--1 

(1.21×10--2)

RVEA
5.791 9×10-1 
(3.62×10-2) =
5.029 8×10-1 
(5.38×10-2) =
8.538 5×10-1 
(7.30×10-2) +
9.332 5×10-1 
(7.84×10-2) +
9.484 5×10-1 
(9.04×10-3) -
9.348 5×10-1 
(1.30×10-2) =
9.332 6×10-1 
(2.96×10-2) -
9.439 4×10-1 
(3.35×10-2) -
7.879 3×10-2 
(1.51×10-2) +
0.000 0×100 
(0.00×100) =
0.000 0×100 
(0.00×100) =
0.000 0×100 
(0.00×100) =
7.467 9×10-1 
(1.20×10-2) -
8.297 6×10-1 
(1.10×10-2) -
8.919 5×10-1 
(2.20×10-2) -
8.977 5×10-1 
(2.38×10-2) -

NSGA-II/SDR
7.355 4×10-1 
(3.00×10-2) +
6.517 8×10-1 
(2.74×10-2) +
9.732 9×10-1 
(3.32×10-2) +
9.905 8×10-1 
(5.65×10-3) +
9.461 9×10-1 
(7.68×10-3) -
9.632 1×10-1 
(4.68×10-3) +
9.706 6×10-1 
(5.10×10-3) =
9.812 5×10--1 

(3.46×10--3) +

1.710 0×10-1 
(1.20×10-2) +
0.000 0×100 
(0.00×100) =
0.000 0×100 
(0.00×100) =
0.000 0×100 
(0.00×100) =
7.593 0×10-1 
(3.82×10-3) -
9.086 3×10--1 

(4.99×10--3) =

9.169 9×10-1 
(9.59×10-2) -
8.579 9×10-1 
(1.21×10-1) -

MaOEA/IGD
5.231 6×10-1 
(8.02×10-2) -
4.754 2×10-1 
(5.21×10-2) =
4.782 0×10-1 
(1.50×10-1) -
9.297 6×10-1 
(1.22×10-1) +
9.187 1×10-1 
(3.25×10-2) -
9.133 5×10-1 
(2.43×10-2) -
8.601 2×10-1 
(1.53×10-1) -
9.293 2×10-1 
(2.34×10-2) -
5.023 4×10-2 
(1.40×10-2) -
0.000 0×100 
(0.00×100) =
0.000 0×100 
(0.00×100) =
0.000 0×100 
(0.00×100) =
1.651 0×10-1 
(1.45×10-1) -
6.031 0×10-1 
(4.44×10-2) -
1.785 5×10-1 
(1.26×10-1) -
8.424 5×10-1 
(1.33×10-1) -

MOEA/D-UR
8.459 9×10--1 

(3.04×10--2) +

8.503 2×10--1 

(5.17×10--2) +

9.824 6×10--1 

(3.90×10--2) +

9.994 8×10--1 

(3.16×10--4) +

9.681 7×10--1 

(7.44×10--3) +

9.669 1×10-1 
(1.08×10-2) +
9.309 2×10-1 
(4.71×10-2) -
9.322 0×10-1 
(3.66×10-2) -
2.012 6×10--1 

(2.31×10--2) +

0.000 0×100 
(0.00×100) =
0.000 0×100 
(0.00×100) =
0.000 0×100 
(0.00×100) =
7.503 1×10-1 
(5.14×10-3) -
8.899 4×10-1 
(6.86×10-3) -
8.864 9×10-1 
(2.03×10-2) -
9.000 0×10-1 
(1.34×10-2) -

PeEA
7.650 2×10-1 
(3.90×10-2) +
5.610 3×10-1 
(1.11×10-1) +
9.067 5×10-1 
(1.82×10-1) +
4.473 6×10-1 
(1.15×10-1) -
9.529 4×10-1 
(9.92×10-3) -
9.750 0×10--1 

(4.73×10--3) +

9.855 8×10--1 

(5.76×10--3) +

6.209 3×10-1 
(1.49×10-1) -
1.466 3×10-1 
(1.77×10-2) +
0.000 0×100 
(0.00×100) =
0.000 0×100 
(0.00×100) =
0.000 0×100 
(0.00×100) =
7.364 2×10-1 
(6.46×10-3) -
8.831 0×10-1 
(8.76×10-3) -
8.982 2×10-1 
(1.48×10-2) -
8.731 6×10-1 
(1.68×10-1) =
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Z nad表示MaOP问题的理想点 .
表 5 给 出 了 MaOEA/A2R、RVEA、NSGA-II/SDR、

MaOEA/IGD、MOEA/D-UR 和 PeEA 算法在 36 个 WFG 测

试实例上获得的 HV 均值与方差，其中 MaOEA/A2R、

NSGA-II/SDR、MOEA/D-UR 和 PeEA 算法分别获得 12、
11、6和7个最佳的HV均值结果，而RVEA和MaOEA/IGD
无一能获得最佳的HV值 . 另外，从表5的Wilcoxon秩和

检验结果来看，MaOEA/A2R相对于RVEA、NSGA-II/SDR、

续表

测试问题

WFG5

WFG6

WFG7

WFG8

WFG9

+/-/=

目标数目

5

10

15

20

5

10

15

20

5

10

15

20

5

10

15

20

5

10

15

20

MaOEA/A2R
7.339 4×10-1 
(3.79×10-3)

8.479 9×10-1 
(5.70×10-3)

8.792 7×10-1 
(5.46×10-3)

8.761 2×10-1 
(6.63×10-3)

7.436 5×10--1 

(6.07×10--3)

8.486 9×10-1 
(9.71×10-3)

8.823 2×10--1 

(1.33×10--2)

8.552 4×10-1 
(1.57×10-2)

7.903 6×10--1 

(3.58×10--3)

9.256 0×10-1 
(4.44×10-3)

9.528 1×10--1 

(6.63×10--3)

9.670 5×10--1 

(8.86×10--3)

7.076 8×10-1 
(3.62×10-3)

7.822 4×10-1 
(2.24×10-2)

8.492 0×10-1 
(2.24×10-2)

8.770 4×10-1 
(5.69×10-2)

7.367 8×10-1 
(1.14×10-2)

8.182 7×10-1 
(1.85×10-2)

8.538 1×10-1 
(3.18×10-2)

8.535 6×10--1 

(4.07×10--2)

RVEA
7.385 1×10-1 
(2.47×10-3) +
8.248 0×10-1 
(8.96×10-3) -
8.981 3×10-1 
(4.30×10-3) +
8.524 3×10-1 
(9.94×10-3) -
7.252 5×10-1 
(6.40×10-3) -
7.749 3×10-1 
(2.57×10-2) -
5.933 7×10-1 
(1.23×10-1) -
6.874 0×10-1 
(6.16×10-2) -
7.656 7×10-1 
(6.04×10-3) -
8.519 2×10-1 
(1.35×10-2) -
7.681 4×10-1 
(1.92×10-1) -
8.177 3×10-1 
(1.30×10-1) -
6.941 1×10-1 
(7.23×10-3) -
5.863 9×10-1 
(4.91×10-2) -
4.761 9×10-1 
(1.74×10-1) -
6.619 2×10-1 
(1.56×10-1) -
6.612 9×10-1 
(1.91×10-2) -
7.237 0×10-1 
(2.94×10-2) -
7.017 4×10-1 
(6.72×10-2) -
7.156 3×10-1 
(5.46×10-2) -

5/25/6

NSGA-II/SDR
7.398 1×10--1 

(3.14×10--3) +

8.836 5×10--1 

(2.98×10--3) +

9.047 6×10--1 

(3.68×10--3) +

9.086 9×10--1 

(5.31×10--3) +

7.383 9×10-1 
(6.37×10-3) -
8.856 1×10--1 

(6.42×10--3) +

8.467 4×10-1 
(1.17×10-1) =
7.616 3×10-1 
(5.98×10-2) -
7.881 0×10-1 
(2.92×10-3) -
9.499 1×10--1 

(4.13×10--3) +

7.974 0×10-1 
(1.15×10-1) -
9.544 8×10-1 
(1.17×10-2) -
7.094 2×10--1 

(4.55×10--3) =

8.391 2×10-1 
(7.84×10-3) +
7.796 0×10-1 
(4.50×10-2) -
8.764 0×10-1 
(1.83×10-2) =
7.468 4×10--1 

(3.75×10--3) +

8.750 1×10--1 

(7.71×10--3) +

8.341 5×10-1 
(8.14×10-2) =
8.317 0×10-1 
(4.09×10-2) -

16/11/9

MaOEA/IGD
2.491 5×10-1 
(2.26×10-1) -
5.937 7×10-1 
(3.56×10-2) -
1.417 0×10-1 
(1.72×10-1) -
6.456 2×10-1 
(2.26×10-1) -
1.602 7×10-1 
(9.61×10-2) -
5.063 9×10-1 
(6.00×10-2) -
2.018 2×10-1 
(1.39×10-1) -
4.789 8×10-1 
(2.61×10-1) -
2.233 8×10-1 
(7.54×10-2) -
6.026 2×10-1 
(5.17×10-2) -
1.387 1×10-1 
(5.93×10-2) -
8.138 1×10-1 
(1.88×10-1) -
8.254 9×10-2 
(4.06×10-2) -
6.016 9×10-1 
(9.27×10-2) -
1.808 7×10-1 
(5.30×10-2) -
2.950 6×10-1 
(2.09×10-1) -
3.895 0×10-1 
(1.57×10-1) -
6.299 1×10-1 
(2.85×10-2) -
4.359 6×10-1 
(2.51×10-1) -
7.396 5×10-1 
(6.65×10-2) -

1/31/4

MOEA/D-UR
7.191 9×10-1 
(4.18×10-3) -
8.425 1×10-1 
(5.07×10-3) -
8.233 3×10-1 
(1.75×10-2) -
8.277 1×10-1 
(1.35×10-2) -
7.251 2×10-1 
(7.19×10-3) -
8.509 3×10-1 
(1.01×10-2) =
8.404 0×10-1 
(1.92×10-2) -
8.176 4×10-1 
(3.43×10-2) -
7.635 0×10-1 
(4.57×10-3) -
9.074 7×10-1 
(5.66×10-3) -
8.906 3×10-1 
(3.01×10-2) -
9.071 8×10-1 
(2.58×10-2) -
6.946 1×10-1 
(8.83×10-3) -
7.992 6×10-1 
(1.24×10-2) +
8.529 6×10-1 
(1.00×10-2) =
8.968 1×10-1 
(1.37×10-2) =
6.839 3×10-1 
(1.61×10-2) -
7.277 9×10-1 
(2.94×10-2) -
6.528 0×10-1 
(2.93×10-2) -
6.910 3×10-1 
(5.37×10-2) -

8/22/6

PeEA
7.159 2×10-1 
(3.73×10-3) -
8.492 2×10-1 
(4.76×10-3) =
8.557 7×10-1 
(1.14×10-2) -
8.914 1×10-1 
(1.02×10-2) +
7.079 1×10-1 
(1.19×10-2) -
8.326 6×10-1 
(1.20×10-2) -
8.422 0×10-1 
(1.90×10-2) -
8.599 3×10--1 

(6.81×10--2) +

7.515 9×10-1 
(6.73×10-3) -
8.984 6×10-1 
(1.28×10-2) -
9.211 7×10-1 
(1.98×10-2) -
9.156 0×10-1 
(1.49×10-1) =
6.735 8×10-1 
(9.04×10-3) -
8.506 9×10--1 

(1.87×10--2) +

8.911 8×10--1 

(6.93×10--3) +

9.210 9×10--1 

(5.85×10--2) +

7.102 6×10-1 
(1.13×10-2) -
8.299 2×10-1 
(1.40×10-2) +
8.609 3×10--1 

(5.27×10--2) +

7.966 5×10-1 
(9.97×10-2) =

13/16/7
注：“+”、“-”和“=”分别表示该结果显著地优于、显著地劣于以及统计上无差别于MaOEA/A2R算法所获得的结果 .
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MaOEA/IGD、MOEA/D-UR和PeEA算法的净胜得分分别

为 20、-5、30、14 和 3. 但需指出，在 WFG1 问题上，

MOEA/D-UR获得了比MaOEA/A2R更好的HV性能 . 究

其原因，WFG1具有混合且有偏的特征，MOEA/D-UR通

过对权重调整以及采用新颖的目标空间划分算子等可

较好地处理此类特征的测试问题 . 在 WFG5 问题上，

NSGA-II/SDR 取得了比 MaOEA/A2R要佳的性能 . 究其

原因，WFG5是一类具有欺骗特征的测试问题，其欺骗

函数的全局最优位于一个相对狭小的区间内，其可挑

战算法的局部搜索能力 . NSGA-II/SDR通过构建新的支

配关系增强局部搜索能力，而MaOEA/A2R设计的支配

关系更利于增强全局搜索能力 . 因此，在 WFG5 问题

上，MaOEA/A2R 的性能不如 NSGA-II/SDR. 总体上，

MaOEA/A2R 的 A2R 支配关系在进化全过程中自适应

调整参考向量关联区域的大小，实现解群收敛性与多

样性之间的平衡，而且其采用 Lp-范式（p=1/M）的拥挤距

离度量保持高维目标解群的多样性亦较有效 . 以上两

种关键策略相互协同并在不同的阶段发挥作用，有效

地促进了算法性能的提升 .

5　总结

传统的Pareto支配关系在高维目标空间的可扩展性

差，而一些改进的支配关系在平衡高维目标解群的收敛

性与多样性方面仍有提升空间 . 基于此，论文提出一种

参考向量关联区域（小生境）可自适应缩减的支配方法

A2R. 该支配方法随进化代数增加逐代缩小关联区域的

大小（规模）. 其目的在于：在进化的前期驱使种群朝PF
方向进化，而在进化后期促进种群向参考向量靠拢，以

实现收敛性与多样性间自动且有效的平衡 . 不仅如此，

论文利用基于Lp-范式（p<1）的拥挤距离度量高维目标解

群的多样性以克服传统的欧氏距离度量不适于高维目

标空间的不足 . 上述两种算子（策略）嵌入到经典的

NSGA-II框架以替代其原有的Pareto支配和基于欧氏距

离的度量方法，从而设计出 MaOEA/A2R 算法 . 新算法

与其他 5种新近发展的高效的MaOEA算法一同在基准

的MaOP测试集上进行 IGD和HV性能实验，结果表明本

文算法总体上具有较优越的收敛性与多样性，是一种颇

具前景的MaOEA. 未来将利用一些更加复杂的MaOP问

题检验本文算法的性能，并利用 MaOEA/A2R 求解现实

应用中的一些MaOP问题 . 另外，设计一些高效的支配

排序方法对种群实施分层亦是将来的努力方向之一 .
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